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Анотація—Робота присвячена математичному 
моделюванню процесів гетеродифузії домішок за їх 
каскадного розпаду в тілі з двома шляхами міграції. Для 
конкретної схеми розпаду сформульовані зв’язані крайові 
задачі гетеродифузії каскадного типу. Розв’язки крайових 
задач отримані за ітераційною процедурою з 
використанням функцій Гріна. 

Abstract—The work is devoted to mathematical modeling   
the processes of heterodiffusion of admixure under its cascade 
decay in a body with two migration ways. For the specific 
scheme of decay, associated initial-boundary value problems  
of heterodiffusion of the cascade kind are formulated. 
Solutions of the associated problems are obtained by iterative 
procedure with using Green functions.  
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I. ВСТУП 
Прогнозування поширення розпадних домішкових 

субстанцій у грунтах та оцінка захищеності грунтових 

вод від поверхневих техногенних забруднень базується 
на певних модельних уявленнях про їх локальний і 
просторовий перерозподіл у приповерхневих шарах 
Землі [1]. Процес переносу частинок домішкових суб-
станцій є особливо інтенсивним у випадку зволожених 
приповерхневих шарів, коли пори середовища прак-
тично повністю насичені водою [2]. Тоді домішкові час-
тинки знаходяться в різних фізичних станах, 
перебуваючи в області гравітаційно рухомого водного 
порового розчину, адсорбції і зв’язних зі скелетом ша-
рах води та області самого скелету [3]. У цих станах 
частинки мають різну рухливість, характеризуються різ-
ними коефіцієнтами концентраційного розширення, то-
що. У результаті процес просторового перенесення тех-
ногенних речовин відбувається декількома шляхами і 
супроводжується локальними переходами з одного шля-
ху дифузії на інший (процеси типу сорбції-десорбції). 
Важливою особливістю процесів гетеродифузії техно-
генних субстанцій є їх натуральний розпад (деградація), 
який відбувається з одинаковою інтенсивністю у кожно-
му зі згаданих станів [4].  

У роботі в рамках моделі гетеродифузного масопе-
реносу, побудованої на основі підходів і методів термо-
динаміки нерівноважних процесів з використанням, 
уявлень фізики твердого тіла та механіки суцільного се-
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редовища, [5] сформульвано крайові задачі дифузії дво-
ма шляхами з урахуванням процесів сорбції-десорбції 
частинок за їх каскадного розпаду [6], коли розв’язок 
задачі на одному етапі є джерелом на наступному.  

II. МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ГЕТЕРОДИФУЗІЇ 
ДОМІШОК ЗА КАСКАДНОГО РОЗПАДУ РЕЧОВИН 

Нехай частинки одного хімічного сорту, які розпа-
даються, мігрують у тілі з двома шляхами міграції 
(дрібнодисперсне середовище, монокристали тощо) [7-
10]. Причому речовини, які утворилися в наслідок 
розпаду, також можуть розпадатися. Як приклад такого  

 

 
 Схема розпаду домішкової речовини та процесів переходу частинок між станами для моделі гетеролифузії двома шляхами Рис. 1.

каскадного розпаду можна навести радіонукліди [11] з їх 
радіоактивним розпадом  
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або різного роду хімічні сполуки (пестициди, нітрати, 
нітрити тощо), які розпадаються внаслідок хімічних 
реакцій [11, 12]. 

Для випадку гетеродифузії двома шляхами схема 
каскадного розпаду мігруючих речовин )(i

jK  подана на 

рис. 1, де частинки речовини )(N
jK  є нерозпадною (тут i  - 

номер етапу розпаду, j  - шлях міграції). 
Математична модель складається із взаємозв’язаніих 

систем рівнянь гетеродифузії домішкової речовини двома 
шляхами з урахуванням процесів сорбції-десорбції [13]. 
За каскадного розпаду мігруючих частинок у безрозмір-

них змінних tk )0(
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де )(i
jc  - концентрація частинок )(i

jK , )(i
jd  - коефіцієнт 

дифузії речовини )(i
jK  ( Ni ,0 ) на i -му кроці розпаду та 

j -му шляху дифузії, 2;1j , )(i
kla  ( 2;1, lk ) – 

коефіцієнти інтенсивності сорбованих процесів; 
)1( 


i
ja  - коефіцієнт інтенсивності розпаду речовини )1( i

jK  

( Ni ,1 ), )(
1
iNa  - коефіцієнт, який визначає частку 

нерозпадної речовини, що утворилася внаслідок розпаду 
на i -му кроці )(i

jK  ( 1,0  Ni ). 
Для одновимірного за просторовою координатою ви-

падку (шару товщини 0 ) накладено такі крайові умови 
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Тут   ( 10  ) - параметр, який визначає частину 
домішки, що з поверхні тіла потрапила на швидкий шлях 
дифузії (стан 1), тобто )0(

2
)0(

1 dd  . 
Розв’язок крайової задачі (1), (4), (5) для 0i , 

знайдений з допомогою інтегральних перетворень Лапла-
са за часом і sin-перетворення Фур’є за просторовою 
координатою [14].  

У загальному випадку для 1,...,1  Ni  [15] розв’язки 
крайових задач (2), (4), (6) подано через функції Гріна [16] 
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де   ,;,)(i
jG  - функції Гріна задачі (2), (4), (6) для 

1,...,1  Ni , тобто є розв’язком відповідної задачі гете-
родифузії з точкового джерела на i -му кроці розпаду за 
нульових крайових умов. 

Для випадку Ni   (нерозпадні або нешкідливі доміш-
ки) [17] процес масоперенесення описується крайовою 
задачею (3), (4), (6). Її розв’язок також подано через 
відповідну функцію Гріна аналогічно до (7) 
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де   ,;,)(N
jG  - функції Гріна задачі (3), (4), (6) і задо-

вольняють відповідні крайові задачі з точковим джерелом 

ВИСНОВКИ 
Отримання аналітичних розв’язків крайових задач ге-

теродифузії каскадного типу дозволяє не тільки прово-
дити кількісний та якісний аналіз концентрацій розпадних 
домішок на швидкому і повільному шляхах міграції та 
їхньої суми, а й знайти їхні потоки маси, як і визначити 
кількість відповідних речовин, що за певний проміжок 
часу пройшли через одиницю площі деякої поверхні, 
наприклад, через нижню границю шару. 
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