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Анотація—Знайдено чисельно-аналітичний розв’язок 

задачі про квазістатичне пластичне відшаровування 
жорсткого прямокутного включення, одна пара паралельних 
граней якого вільна від контакту із основним середовищем, а 
друга до навантаження перебувала з ним у ідеальному 
механічному контакті. Показано, що розвиток пластичних 
деформацій за схемою односмугового пластичного 
відшаровування можливий лише у випадку, коли довжина 
вільної від контакту пари граней не менша довжини другої їх 
пари. 

Abstract—The numerical-analytic solution of the problem 
for quasi-static plastic peeling of the rigid rectangular inclusion is 
found, one pair of parallel planes free from contact with the basic 
medium, and the second one to the load is in the ideal mechanical 
contact with it. It is shown that the development of plastic 
deformations according to the scheme of single-band plastic 
peeling is possible only in case when the length of the contactless 
plane pair is not less than the length of their second pair. 

 
Ключові слова—прямокутне включення, пластичне 

відшаровування, аналітичний розв’язок, конформне 
відображення 
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I. ВСТУП  
Дослідження пружно-пластичного напружено 

деформованого стану (НДС) тіл з урахуванням  
пластичного відшаровування включень залишається 
важливою задачею механіки. Актуальними і поки 
недостатньо вивченими залишалися пружно-пластичні 
поля в околі включень та вирізів форм, відмінних від 
математичних розрізів, чи безмежно тонких включень [1], 
наприклад, прямокутних щілин, включень прямокутної 
форми [2-4, 6]. Однак, саме такі концентратори часто 
з’являються в результаті технологічних процесів і часто є 
конструктивно необхідними [5]. Важливими та 
недостатньо вивченими залишаються задачі дослідження 
НДС тіл із включеннями за умови їх неідеального 
механічного контакту з середовищем. Недосконалий 
зв’язок на межі включення–середовище є додатковим 
джерелом концентрації напружень, що може призводити 
до міжфазних пластичних розшарувань і, як наслідок, 
втрати міцності чи функціональних характеристик 
механічної конструкції. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
Дослідимо пластичне відшаровування жорсткого 

прямокутного включення  (рис.1) у 
ідеально пружно-пластичному середовищі під дією 
квазістатично зростаючого навантаження , 
прикладеного на нескінченності. Включення приймаємо 
абсолютно жорстким, його горизонтальні грані вільними 

 
Рис. 1. Поперечний переріз тіла. Потовщені відрізки – шари 

пластичного відшаровування. 

від контакту із середовищем, а вертикальні 
початково ідеально з ним зчеплені. Досліджуватимемо 
пластичне відшаровування включення, зумовлене 
розвитком від вершин включення пластичних шарів 
вздовж вертикальних граней включення. Задача полягає у 
визначенні НДС середовища і довжини пластичних шарів 

у залежності від величини навантаження . Зсувна 
границя текучості основного середовища рівна . 

III.  ФОРМАЛІЗАЦІЯ, АНАЛІЗ І РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ 
Поза включенням тіло перебуває у пружному стані, а 

складена із компонент напружень функція 
 є аналітичною та однолистою 

області  і 
задовольняє на її межі таким умовам: 

 


  (1) 

 
 

 

Крім того, поза відрізком CK межі області D повинна 
виконуватися умова , яка означає, що умова 
пластичності досягається тільки в точках смуг 
пластичного відшаровування. 

Внаслідок вказаних умов функція  конформно 
відображає область D на півкруг із розрізом (рис. 2, 
область G). Стосовно відображення  слід зробити 
таке зауваження: із постановки задачі випливає, що у 
чотирьох точках A, B, C, M границі області D значення 
функції  наперед відомі та відповідно дорівнюють 

, 0, -ik, 0. За такої умови припущення про повну 
визначеність конформного образу області D у площині  
означало б існування конформного відображення заданої 
області D площини  на задану область G площини  із 
чотирма фіксованими точками на межі цих областей, що 
суперечить теоремі Рімана про існування конформного 
відображення [7]. Для забезпечення існування 
відображення слід увести один параметр в образ області 
D. Єдиним способом уведення такого параметра є 
припущення невизначеності довжини розрізу 

 
Рис. 2. Області конформних відображень у площинах  і . 
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 півкруга G. Тоді, 
відповідним вибором параметра  можна забезпечити 
потрібні координати вказаних чотирьох точок на межі 
областей D та G, а, отже, й існування наведеного на рис. 2 
відображення. Фізично це означає, що напруження  на 
ділянці МА осі абсцис немонотонне і досягає у деякій 
точці Р цієї ділянки свого максимального значення 

. 

Відображення  шукатимемо в параметричній 
формі: 

,   (2) 
увівши площину допоміжного комплексного параметра , 
так, аби відповідним точкам межі областей  і  
відповідала одна і та ж точка на межі області , рис. 3. 

Область  є прямолінійним прямокутним 
чотирикутником і тому функцію  можна знайти 
за допомогою перетворення Крістофеля-Шварца: 

,   (3) 

де .

 
Рис. 3. Область у площині допоміжного комплексного 
параметра . 

Функція (3) реалізуватиме подане на рис. 2, 3 
відображення області H на область D, якщо параметр 
підібрати так, аби виконувалися потрібні метричні 
співвідношення у області D:  

.     (4) 

Оскільки , то для знаходження  

приходимо до рівняння:  

,    (5) 

розв’язаного тут методом ітерацій з допомогою такого 
алгоритму: 

,  (6) 

де  –  j-е наближення розв’язку рівняння (5), ,

 – величини відповідно рівні  і , 

у яких у підінтегральній функції  замінено на ; – 
додатне число, що визначає швидкість збіжності 
алгоритму (6), який для достатньо малих і довільного 

 збігається як геометрична прогресія. Тут 
приймалися , .  

Для співвідношень  отримано такі 
значення параметра : 1; 0.53017; 0.22686; 0.11793, коли 
модуль різниці обох частин рівняння (5) не перевищує 
0.0001, що достатньо для забезпечення потрібної точності. 
Функцію  можна отримати композицією 
елементарних відображень. Після відповідних 
перетворень і спрощень отримуємо: 
 

,    (7) 

де  - аналітична функція у 
комплексній площині t, розрізаній вздовж відрізка 

 та променів ,  яка набуває 
дійсних додатних значень на верхньому березі розрізу 

; , 

, 

. 
Поклавши в формулі (7)  відповідно рівним , 

отримаємо координати точок М, К і Р у площині t: 

; 

; 

. 

Прообрази точок М і К при відображенні  

позначено як tK, tM  на відміну від їхніх прообразів , 

 при відображенні . 

Розв’язавши рівність (7) відносно , знаходимо першу 
із функцій (2): 
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,  (8) 

Тут під  та слід розуміти 
аналітичні функції у комплексній площині t, розрізаній 
відповідно вздовж відрізків  та і рівні

 коли . 
Пара функцій (3), (8) визначатиме наведене на рис. 2 

відображення , якщо кожна точка площини t 

матиме спільний образ при відображеннях  і 

. І, зокрема, коли виконуватиметься рівність 

     (9) 
Рівняння (9) матиме розв’язок лише за умови: 

 
і тому, розвиток пластичних деформацій за схемою 
односмугового пластичного відшаровування, наведеною 
на рис. 1, може розпочинатися тільки для таких включень, 
висота яких не перевищує їхньої ширини: ( ) і за 
квазістатичного збільшення навантаження  може 
продовжуватися за цією схемою тільки поки . 
Максимально допустиме навантаження  для 
односмугового відшаровування знаходимо із рівняння 

: 

. 

За відомою координатою tK кінцевої точки 
пластичного шару в площині t знаходимо довжину 
пластичного шару із формули (3), рис. 4. 

. 

Для включень із співвідношеннями  
значення кричного навантаження  є такими: 0.4142; 
0.3255; 0.2250; 0.1669. 

 
Рис. 4. Залежності довжини пластичного шару від навантаження для 

декількох форм включень. 

Відсутність механічного зв’язку включення з 
основним середовищем вздовж горизонтальної пари 

граней дуже суттєво впливає на хід відшарування. За 
такого самого навантаження прямокутне включення, яке 
перебувало в ідеальному механічному контакті з 
середовищем до навантаження [8], відшаровується на 
порядок повільніше. 

ВИСНОВКИ 
Визначено антиплоский НДС при зсувному 

деформуванні необмеженого ідеально пружно-
пластичного тіла із жорстким включенням, одна пара 
граней якого вільна від контакту із основним 
середовищем, за умови пластичного відшаровування 
вздовж другої пари граней включення, яка до 
навантаження знаходилася в ідеальному механічному 
контакті з основним середовищем. Досліджено 
квазістатичне відшаровування під монотонним 
навантаженням, прикладеним на нескінченності і діючим 
паралельно до вільних граней. Отримано цікавий, 
неочікуваний результат, що в рамках розглянутого тут 
випадку пластичне відшаровування за односмуговою 
схемою можливе лише для включень, довжина вільних від 
контакту граней яких не перевершує довжини пари 
граней, зв’язаних із середовищем. Показано, що 
відсутність контакту на одній парі граней дуже суттєво 
прискорює процес відшаровування, що негативно 
проявлятиметься на міцності тіла із заповненою 
порожниною за недосконалого адгезійного зв’язку 
заповнювача і середовища.  
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