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Анотація—У роботі означено матричну функцію Гріна 

задачі гетеродифузії двома шляхами. Отримано формули для 
елементів матриці та досліджено поведінку функцій Гріна. 
На цій основі знайдено розв’язки крайових задач гетеродиф-
фузії домішкової речовини за дії внутрішнього точкового 
джерела маси. Розглянуті випадки як детермінованих 
джерел, так і стохастичних за рівномірного та трикутного 
розподілів координати розташування джерела. 

Abstract—In the work the matrix Green function of 
heterodiffusion problem in two ways is defined. Formulae for the 
elements of matrix are obtained and the behavour of Green 
functions is investigated. On this basis the solutions of initial-
boundary value problems under action of internal point source of 
mass are found. The cases of deterministic source are considered 
as well as stochastic ones under uniform and triangular 
distributions of coordinate of the mass source location. 

Ключові слова—гетеродифузія; крайова задача; функція 
Гріна; точкове джерело маси; випадкова координата 

Keywords—heterodiffusion; initial-boundary value problem; 
Green function; point mass source; random coordinate 

I.  ВСТУП 
Одним з класичних методів розв’язування крайових 

задач математичної фізики, які широко застосовуються на 
практиці, є метод функцій Гріна [1-3]. Отримання такого 
типу розв’язків крайових задач базується на третій фор-
мулі Гріна [4]. В свою чергу функції Гріна є розв’язками 
відповідних крайових задач з точковим джерелом та 
нульовими крайовими умовами [5]. Тоді функції Гріна мо-
жуть мати самостійне значення, проте часто використову-
ються для побудови розв’язків неоднорідних задач мате-
матичної фізики. Функції Гріна представляють інтерес для 
знаходження розв’язків крайових задач переносу в тілах з 
мікроструктурою, особливо за наявності внутрішніх дже-
рел. Крім цього у фізиці елементарних частинок, для опи-
су хвильових процесів, тощо, функції Гріна використову-
ються як пропагатори в діаграмах Фейнмана [6, 7]. Також 
функції Гріна широко використовуються при застосуванні 
теорії розсіяння у фізиці твердого тіла (рентгенографія, роз-
рахунки електронних спектрів металічних матеріалів) [2, 3]  
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Дана робота присвячена означенню, знаходженню і 
дослідженню функції Гріна задачі гетеродифузії в шарі 
двома шляхами міграції. На цій основі знайдені концент-
рації мігруючих частинок за наявності внутрішніх детер-
мінованих і випадкових точкових джерел маси. 

II. ФУНКЦІЇ ГРІНА ЗАДАЧ ДИФУЗІЇ ДВОМА ШЛЯХАМИ  

Нехай вектор-функція  є такою, що її 

елементи , , є неперервними за змінними ,  
в області ; задовольняють умо-
ву Ліпшиця за змінною  в області  з константою  [8, 9]. 

Розглянемо лінійну крайову задачу для системи 
зв’язаних диференціальних рівнянь в часткових похідних 
другого порядку  

,                                 (1) 

де  - матричний диференціальний опе-

ратор, в якому ,  

, ,  

(верхні індекси елементів матриці оператора вказують на 
яку функцію діє даний елемент матричного оператора); 

- вектор-функція джерел, де  

. 
Нехай задані крайової умови  

; ; , (2) 

де . 
Якщо  для ,  (

 - відома додатна константа), тоді існує єдиний 
класичний розв’язок задачі (1), (2) [4]. 

Означення: Функцією Гріна задачі (1), (2) називається 
матрична функція  

,  

яка визначена в чотиривимірній області   
 і задовольняє такі 

умови: 
1) в  матрична функція  є неперервною і має 
неперервні похідні за змінною ; 

2) для довільних ,  має неперервні похід-
ні першого і другого порядку за змінною  в кожному з 
інтервалів  і , причому похідна першого 
порядку  має стрибок, що дорівнює одиниці: 

; 

3)  при ; 
4) в кожному з інтервалів  і  для  
функція , як функція змінної  є розв’язком 
однорідного рівняння 

; 

5)  як функція змінних ,  задовольняє 
нульові крайові умови типу (2). 

Зазначимо, що в банановому просторі  
вектор-функцій  з нормою  

, 

де , 
 і , для єдиності розв’язку крайової 

задачі (1), (2) необхідно і достатньо, щоб фундаментальна 
система розв’язків не мала б розв’язків у цілих числах [9]. 

Для знаходження матричної функції Гріна  
сформулюємо крайову задачу з точковим джерелом для 
елементів матриці 

 

, 

  (3) 

за нульових крайових умов  

; 

, 

.          (4) 

Застосовуємо до крайової задачі (3), (4) інтегральні 
перетворення Лапласа за часовою змінною та скінченне 

-перетворення Фур’є за просторовою координатою, 
враховуючи відомі формули перетворень від узагальнених 
функцій. Тоді маємо 











),(
),(

),(
2

1

tzc
tzc

tzc

),( tzci 2,1i z t
   tzztzR ,;0:),( 0

z R l

  ),(),( tztz FcL 













),(
),(

),(
),(

2

2

1

1

2

1

2

1

tzL
tzL

tzL
tzL

c

c

c

c
L

112

2

1 ),(1 atzLc 







 



 2

2

11 ),(2 dtzLc

12a 212

2

22 ),(1 adtzLc 



 222

2

2 ),(2 adtzLc 



















),(
),(

),(
2

1

tzF
tzF

tzF 2),( LtzFi 

)( 2 DFi PFi ,,











 0
0

),( 0ttzc 











 )2(
0

)1(
0

00),(
c
ctz z cc 










 0
0

),(
0zztzc

2
)(

0 Lc i 

btztz  ),(),( 0cc t  0,0 zz
b














),;,(0
0),;,(

),;,(
2

1

ttzzG
ttzzG

ttzzG

 21 KKK
 ttttzzzttzz   :,];,0[,|),;,( 0

K ),;,( ttzz G
t

 0,0 zz  t
z

),0[ z ],( 0zz
zz 

    1,;,0,;,0 





 ttzz

z
ttzz

z
GG

  0,;,  ttzzG tt 

),0[ z ],( 0zz tt 

 ttzz  ,;,G z

   0,;,  ttzzGL

 ttzz  ,;,G z t

)(),( pqn DC
),( tzc

)(

2

1
)(

)2,(
)2,(

pjn
pn

DCj
jDC c


c

KD p   ttTttzzzttzz  :],0[,];,0[,|),;,( 0

),( 21 nnn  121  nn

),;,( ttzz G















2
2

2

12
1

2

0
1 ),;,(),;,(),;,(

z
zzttGd

z
zzttGd

t
zzttG

)()(),;,(),;,( 212111 zzttzzttGazzttGa 















2
1

2

2
1

2

2
2 ),;,(),;,(),;,(

z
zzttGd

z
zzttGd

t
zzttG

)()(),;,(),;,( 222121 zzttzzttGazzttGa 

0),;,(),;,( 0201 
 tt zzttGzzttG

0),;,(),;,( 0201 
 zz zzttGzzttG

0),;,(),;,(
00

21 
 zzzz zzttGzzttG

sin



 

286 
 

 

; 

 

.           (5) 

де ; ; 

; ;  

. 

Для того, щоб при  отримані ряди у співвідношен-
нях (5) були збіжними, повинні виконуватися умови  
та  [10]. Враховуючи структуру виразів  та  і що 

, одержимо . Дослідивши умови, за яких  
набуває від’ємних значень, отримаємо обмеження [10] 

.  

Числовий аналіз функції Гріна проведено для базових 
значень: 0.1, 1; , 4, 1,  
=2.2, 2.6. На рис.1-2 проілюстровано характерні по-
верхні, які утворюють функції Гріна, обчислені за 
формулами (5). На рис.1, 2. наведено функції  
та  в точках (5; 1.5) (рис.а), 
(2; 4) (рис.b), (0.8; 9) (рис.c) та (12; 6) 
(рис.d). Вздовж осі абсцис відкладена просторова 
координата , вздовж осі ординат – часова , вздовж 
аплікати – значення функцій . 

 
a                                                     b 

  
c                                                     d 

Рис.1. Поверхні функції Гріна  

Поверхні, які утворюють функції Гріна (5), мають ха-
рактерний гострий пік в околі точки  (рис.1, 2). 

  
a                                                     b 

  
c                                                     d 

Рис.2. Поверхні функції Гріна   

При цьому значення функції  в рази більші ніж 
 для тих самих значень коефіцієнтів задачі, 

наприклад,  (рис.1b і 2b), 

що пояснюється значно більшим коефіцієнтом сорбції , 
ніж інші «сорбційні» коефіцієнти. Зауважимо, що для 
малих  і середніх часів  спостерігається найбільш по-
логе спадання функцій Гріна вздовж осі  (рис.1с і 2с). 

III. ЗАСТОСУВАННЯ ФУНКЦІЙ ГРІНА ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
ЗАДАЧ ГЕТЕРОДИФУЗІЇ 

A. Крайова задача гетеродифузії з точкового джерела за 
нульових крайових умов 
Розглянемо деякі застосування отриманих функцій 

Гріна для знаходження розв’язків крайових задач гетеро-
дифузії в шарі з двома шляхами міграції. Нехай домішка 
мігрує в шарі товщини  з точкового джерела, яке розта-
шовано у внутрішній області тіла в точці . Нехай 
коефіцієнт  визначає частину домішкової речовини, яка 
з джерела маси потрапляє на швидкий шлях дифузії 
(вважаємо, що  ). Розглянемо спочатку 
випадок нульових крайових умов. Тоді крайову задачу на 
елементи вектор-функції , нормовані на коефіцієнт 
дифузії на швидкому шляху , можна сформулювати так 

, 
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де  (  – параметр, який визначає частку 
домішкової речовини, що з джерела маси потрапляє на 
швидкий шлях міграції (у водний поровий розчин). 

У загальному випадку розв’язок задачі (6)-(9) з вико-
ристанням функцій Гріна можна подати таким чином [4].  

; 

.   (10) 

Враховуючи (5) і (10), після інтегрування отримаємо: 

 

, 

 

.      (11) 

Зазначимо, що функції (11) є монотонно зростаючими 
за часовою змінною (оскільки ), при цьому обме-
женими відповідними виразами у стаціонарному режимі  

, 

.    (11а) 

B. Задача гетеродифузії з точкового джерела та за 
підтримки сталого значення сумарної концентрації на 
поверхні шару 

Розглянемо тепер аналогічну задачу гетеродифузії за 
підтримки сталого значення сумарної концентрації доміш-
кової речовини на границі шару . Тоді крайова зада-
ча має вигляд (6), (7), (9) і  

, ,          (12) 

де  (  – параметр, що визначає частку домішко-
вої речовини, яка з поверхні тіла потрапила на швидкий 
шлях міграції; цей коефіцієнт може співпадати ( ) 
або відрізнятися ( ) від параметра, що визначає час-
тину речовини, яка потрапляє на цей шлях з внутрішнього 
точкового джерела маси. 

Враховуючи відомі вирази для розв’язків задач гетеро-
дифузії двома шляхами за дії сталого джерела на поверхні 
тіла за формулою 

, 

де   - розв’язок однорідної задачі 

гетеродифузії за крайових умов (7), (9), (12), . 

В результаті одержимо 

 

 

 

; 

 

 

 

. 

де ,  
,  

; ; ; 

; ; 

 ; ; 

; ; 
; ;

;  ;  
. 

C. Крайові задачі гетеродифузії з випадкових  точкових 
джерел 
Розглянемо задачі гетеродифузії домішки двома шляха-

ми в шарі при дії випадкових точкових джерел маси. Вва-
жаємо, що місце знаходження джерела маси є невідомим, 
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тобто величина  є випадковою. Нехай задано рівно-
мірний розподіл випадкової величини  на проміжку . 
Тоді такий процес гетеродифузії описує система рівнянь 
(6). Розглянемо випадок нульових крайових умов (7)-(9). 

Розв’язок такої задачі отримаємо усереднюючи вирази (11) 
по  з рівномірною функцією розподілу [11]. Тоді маємо 

 

; 

 

,     (13) 

де . 
Нехай координата розташування точкового джерела 

маси  є випадковою величиною з трикутним розподі-
лом на проміжку . Функція густини трикутного роз-
поділу має вигляд [11] 

               (14) 

Розв’язок системи задачі гетеродифузії (6)-(9) усере-
днюємо на проміжку  по  з функцією розподілу 
(14). У результаті отримаємо 

 

; 

 

. 

Тут . 
Зазначимо, що концентрації домішок  ( ), а від-

повідно і сумарні концентрації, в шарі при дії випадково роз-
ташованого джерела маси з трикутним розподілом коорди-
нати в області  відрізняються від відповідних функцій, 
усереднених за рівномірним розподілом, на коефіцієнт  
і множник , . При цьому враховуючи, що 

 дорівнюють 0 при парному , кількість обчислю-
вальних процедур при числовому аналізі розв’язків (14) 
зменшується вдвічі. Крім цього усереднення розв’язків по 
величині  приводить до відмінних від (11а) асимптотич-
них виразів (концентрацій у стаціонарному режимі). 

ВИСНОВКИ 
Таким чином, для системи рівнянь гетеродифузії двома 

шляхами, подану у матричному вигляді означено матрич-
ну функцію Гріна для крайових умов першого роду. Отри-
мано формули для елементів матриці Гріна та досліджено 
поведінку функцій Гріна. Зазначимо, що кількісне співвід-
ношення між функціями Гріна у різних станах визначаєть-
ся співвідношеннями коефіцієнтів типу «сорбції-десорб-
ції». При цьому на швидкість спадання функцій Гріна до 
значень в околі нуля суттєво впливають співвідношення 
коефіцієнтів дифузії на різних шляхах міграції та час про-
тікання процесу гетеродифузії. 

Отримані вирази для функцій Гріна застосовано для 
знаходження розв’язків крайових задач гетеродифузії до-
мішкової речовини за дії внутрішнього точкового джерела 
маси. Розглянуті випадки як детермінованих джерел, так і 
стохастичних за рівномірного та трикутного розподілів 
координати розташування джерела. Встановлено, що усе-
реднення функцій концентрацій за координатою розташу-
вання точкового джерела маси з рівномірним розподілом 
приводить до зменшення у два рази кількості обчислю-
вальних процедур при числовому аналізі розв’язків задач 
гетеродифузії домішкових частинок. 
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