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Анотація—Запропонована загальна схема дослідження 

процесу теплопередачі в багатошарових конструкціях 
основних трьох геометричних форм одночасно, з 
урахуванням внутрішніх джерел тепла. В зв’язку з цим 
розв’язується однопараметрична сім’я крайових задач. В 
основу реалізації цієї схеми покладено: метод редукції, 
концепція квазіпохідних, сучасна теорія систем лінійних 
диференціальних рівнянь, метод Фур'є і модифікований 
метод власних функцій. 

Abstract—The general scheme of research of the process of 
heat transfer in multilayer structures of the three main geometric 
forms simultaneously, taking into account the internal sources of 
heat, is proposed. In this connection, a one-parameter family of 
boundary-value problem is solved. The basis of the 
implementation of this scheme is laid: the method of reduction, 
the concept of quasi-derivatives, the modern theory of systems of 
linear differential equations, the Fourier method and the 
modified method of eigenfunctions. 

Ключові слова—крайова задача; квазіпохідна; матриця 
Коші; метод Фур’є; метод власних функцій 

Keywords—paper; boundary-value problem; quasi-derivative; 
Cauchy matrix; Fourier method, method of eigenfunctions 

I.  ВСТУП 
У роботах [1]-[4] запропоновано і обґрунтовано 

конструктивну схема побудови розв’язку мішаної задачі 
для рівняння теплопровідності з кусково-неперервними 
коефіцієнтами, залежними від просторової координати на 
скінченому інтервалі та внутрішніми джерелами тепла. В 
основу схеми було покладено: метод редукції, концепція 
квазіпохідних, сучасна теорія систем лінійних 
диференціальних рівнянь, метод Фур'є та модифікований 
метод власних функцій. 

Одержані результати можуть бути використані, 
наприклад, при дослідженні процесів теплопередачі в 
багатошарових плиті та порожнистому циліндрі за умов 
ідеального теплового контакту між шарами. Ця ідея вже 
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була реалізована в роботах [1], [2]. Природно виникло 
питання про об’єднання цієї схеми для випадку 
багатошарових конструкцій будь-якої канонічної форми.  

У загальному випадку диференціальні рівняння 
теплопровідності у прямокутній, циліндричній та 
сферичній системах координат (рівняння (1), (2) та (3) 
відповідно) мають вигляд 

         
v

t r , t r ,
с r r r q ( r )

r r
    

    
   

 (1) 

         
v

t r , t r ,1с r r r r q ( r )
r r r
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         2
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t r , t r ,1с r r r r q ( r )
r rr
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Легко бачити, що ці рівняння відрізняються лише 
наявністю множника rl, при l=0, l=1 та l=2. У зв’язку з цим 
авторами запропоновано об’єднати рівняння (1)-(3) в 
однопараметричну сім’ю диференціальних рівнянь [1], [2]. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ ТА ЇЇ МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ 
Розглядається багатошарова конструкція (у 

прямокутній, циліндричній або сферичній системі 
координат) область якої обмежена поверхнями 0r r  і 

nr r  та поділена на n шарів. Кожен шар виготовлений із 
ізотропного матеріалу та наділений своїми коефіцієнтом 
теплопровідності  , питомою теплоємністю с  та 
густиною  . Крім цього, у шарах конструкції закладається 
наявність внутрішніх джерел тепла vq  Для конструкції 
задано початковий розподіл температурного поля  r , а 
температура t  залежить від координати r та часу τ. На 
зовнішніх поверхнях існує конвективний теплообмін з 
навколишнім середовищем, тобто виконуються крайові 
умови третього роду [6]. 

У загальному випадку така постановка задачі зводиться 
до розв’язування однопараметричної сім’ї 
диференціальних рівнянь 

         l
vl

t r , t r ,1c r r r r q ( r ),
r rr

l 0,1,2

    
    

   


(4) 

зокрема, при l=0 – багатошарова плоска конструкція; l=1 – 
багатошаровий порожнистий циліндр; l=2 – багатошарова 
порожниста куля. 

До рівняння (4) додаються крайові умови третього роду 
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  (5) 

та початкова умова  

    t r,0 r .    (6) 
Надалі використовуватимемо такі позначення [2], [3]: 

i  - характеристична функція напіввідкритого проміжку 

 i i 1r ,r  , тобто, 
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– густина теплового потоку. 

Розв’язок задачі (4)-(6) шукатимемо у вигляді суми 
двох функцій (метод редукції) [3] 

      t r, u r, v r,     . (7) 
Будь-яку з функцій  u(r,τ) чи v(r,τ) можна вибрати 

спеціальним чином, тоді інша вже визначатиметься 
однозначно. 

III. 2. ВИБІР ФУНКЦІЇ  u r,  ТА МІШАНА ЗАДАЧА ДЛЯ 

 v r,  

A. Задача для функції  u r, . 

Розв’язуємо квазістаціонарну крайову задачу [2]-[4] 

   l
vl

1 r u q 0
r

   ,  (8) 

з крайовими умовами (5) для функції  u r, , тобто  

    
   

l [ 1] l
0 0 0 0 0 0 0

l [ 1] l
n n n n n n n

r u r , u r , r ( ),
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 (9) 

Введемо вектори   T1u, uu ,  Tl
v0 r qq та 

матрицю l

10
.r

0 0

 
    
 

A  

(Квазі)диференціальне рівняння (8) зводиться до 
еквівалентної системи диференціальних рівнянь 1-го 
порядку [2] 

  'u = Au + q .   (10) 

Крайові умови (9) запишемо у векторній формі [3] 

      0 nr r ,    P u Q u Г   (11) 

де P , Q  і  Г  мають вигляд 
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На кожному з проміжків  i i 1r ,r   система (10) має 
вигляд 

 l
ii i i i i

10
r, .

0 0

 
      
 
 

u A u q A   (13) 

Матриця Коші  i ,l r,sB  системи (13) має наступний 
вигляд 

  i ,l
i ,l

1 K r,s
( r,s ) , l 0,1,2,
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де  
r

i ,l l
i s

1 dzK r ,s
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  . 

Для довільного k i  позначимо 

       
df

l k i k 1,l k k 1 k 2,l k 1 k 2 i ,l i 1 ir ,r r ,r r ,r r ,r .        B B B B  (15) 

Структура (14) матриці  i ,l r,sB  дає можливість 
встановити структура матриці (15), а саме 
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i ml k i

1 K r,s
r ,r .

0 1





 
   
 
 

B   (16) 

На кожному з проміжків  i i 1r ,r   розв’язок задачі (8), 
(9) має вигляд вектор-функції i ( r, )u  [2], де першою 
координатою є шукана нами функція  iu r, , а другою – її 
квазіпохідна. 
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Вираз (17) дозволяє записати розв’язок задачі (8), (9) на 
проміжку  0 nr ,r  за допомогою характеристичних функцій 

i  у вигляді  

     
n 1

i
i 0

r, r ,




    iu u .   (18) 

B. Задача для функції  v r,  

На основі зображення (7) перепишемо рівняння (4) у 
наступному вигляді [2], [5] 
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Підставивши рівняння (8) в (19) отримуємо 
неоднорідну мішану задачу (роль неоднорідності грає 

вираз 
 u r,

с
 

 


 із вже знайденою функцією  u r, ) 

 
     l

l

v r, v r , u r ,1с r с
r rr

      
     

    
, (20) 

з нульовими крайовими умовами для функції  v r, ,  
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r v r , v r , 0,

    
    

  (21) 

та початковою умовою 

        v r ,0 f r r u r,0 .      (22) 

B.1. Відокремлення змінних та задача на власні 
значення. 

Розв’язок однорідного диференціального рівняння  

 
   l

l

v r, v r,1с r
r rr

    
   

   
  (23) 

шукатимемо у вигляді [4] 

     v r, e R r ,     (24) 

де   – параметр, а  R r  – невідома функція. 

Підставляючи (24) у (23), отримаємо 
квазідиференціальне рівняння 

   l lr R c r R 0     ,  (25) 

з крайовими умовами 
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Задача (25), (26) – класична задача на власні значення, 
у якій необхідно знайти значення параметра   (власні 
значення) при яких існують відповідні їм нетривіальні 
розв’язки (власні функції)  k kR r, . Відомо [4], що всі 
власні значення k  є додатними та різними. 

Ввівши квазіпохідну  
df

1 lR r R ,   вектор 

  T1R, RR  і матрицю � l

l

10
,r

r c 0

 
      

A  зведемо 

квазідиференціальне рівняння (25) до еквівалентної йому 
системи диференціальних рівнянь 1-го порядку 

  � . R AR    (27) 

На кожному з проміжків  i i 1r ,r   система (27) матиме 
вигляд [1], [3]  
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Матриця Коші �  i ,l r,s,B  системи (28) має наступний 
вигляд [1], [4] 

 �  

11 12

21 22

11 12
i ,l

21 22

11 12

21 22

a a
, l 0,

a a

b b
r,s, , l 1,

b b

c c
, l 2,

c c

 
 

 
    
 

    

B   (29) 

де позначено, i
11 i 12

i i

sin ( r s )
a cos ( r s ), a ,

 
   

 
 

21 i i i 22 ia sin ( r s ), a cos ( r s ),         

        i 1 i 0 i 0 i 1 i
11

s J ,s Y ,r J ,r Y ,s
b

2
     

 , 

        0 i 0 i 0 i 0 i
12

i

J ,s Y ,r J ,r Y ,s
b

2
     




, 

        2
i 1 i 1 i 1 i 1 i

21

rs J ,r Y ,s J ,s Y ,r
b

2
     

 , 

        i 1 i 0 i 0 i 1 i
22

r J ,r Y ,s J ,s Y ,r
b

2
     

 , 

        i i i i
11 12

i i i

s cos r s sin r s sin r s
c , c ,

r rs
        

 
  

          i i i i i i i
21

i

c rs sin r s s r cos r s
c ,

           




     i i i
22

i

r cos r s sin r s
c

s
     




. 

Тут 0J , 1J  и 0N , 1N  – функції Бесселя і Неймана 
нульового та першого роду відповідно, а 

i i
i

i

c , i 0,n 1 
   


.  

Аналогічно як і в (15), позначимо:  

 �   �  
df i

l i j ,li 0 i j 1 i j
j 0

r ,r , r ,r , ,   


   B B  (30) 

�   �   �  
n 1df
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     B B B , (31) 

Розв’язок системи (27) шукатимемо у вигляді  

   �  l 0r, r,r , ,   R B C   (32) 

де,  T1 2C , CC  – деякий ненульовий вектор. 

Застосувавши до рівності (32) крайові умови (26) та 
після перетворень отримаємо 

 �  l n 0r ,r , 0.      P Q B C  (33) 

Для існування вектора C  в (33) необхідно и достатньо 
виконання умови  

 �  l n 0det r ,r , 0.     P Q B  (34) 

Характеристичне рівняння задачі на власні значення 
(25), (26) має вигляд (34) [1]. 

Виходячи з умови (33), ненульовий вектор C  має 
вигляд 

  
T

l
0 0

1 , 1 .
r

 
  

 
C   (35) 

Власні вектори системи диференціальних рівнянь (27) з 
крайовими умовами (26) мають наступну структуру 

   
T

k k l 0 l
0 0

1r , r,r , , 1 , k 1,2,3,... .
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R B (36) 

Власні функції  k kR r, , як перші координати 

власних векторів  k kr,R , можна зобразити наступним 
чином 
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B.2. Метод власних функцій.  

Розв’язок мішаної задачі (20)-(22) шукатимемо у 
вигляді  

      k k k
k 1

v r, T R r, ,




       (38) 

де  kT   – невідомі функції. 

Оскільки u


 входить у праву частину рівняння (20), 

розвинемо її в ряд Фур’є за власними функціями 
 k kr , .R  

     k k k
k 1

u u R r,





   

  .  (39) 

Тут слід зауважити, що розвинення деякої функції 
 g r  в ряд Фур’є за власними функціями  k kR r,  задачі 

(25), (26) має вигляд  

     k k k
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g r g R r, ,




     (40) 

де коефіцієнти Фур’є kg  знаходяться за формулою [3] 
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Зауважимо, що 2
kR  квадрат норми власних функцій 

 k kR r,  
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2 l 2 l 2
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        (42) 

Підставляючи (38) у (20), враховуючи (24) та після 
перетворень, приходимо до нескінченної сукупності 
диференціальних рівнянь  

      k k k kT T u 0, k 1,2,3,...         , (43) 

де  ku   – коефіцієнти розвинення 

     k k k
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u r,
u R r,





 
   

  . 

Загальний розв’язок рівняння (43) має вигляд 

      kk s
k k k

0

T f e e u s ds,


        (44) 

де kf  – коефіцієнти розвинення початкової умови 

   k k k
k 1

f r ( r ) u( r ,0 ) f R r,




      в ряд Фур’є. 

Отже розв’язок мішаної задачі (20)-(22) одержуємо у 
вигляді ряду [3] 
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 (45) 

Враховуючи зображення (7) та формули (17) і (45) 
розв’язок мішаної задачі (4)-(6) отримаємо у вигляді 

     
n 1

i i i
i 0

t r, u r, v r, .




         (46) 

IV. МОДЕЛЬНА ЗАДАЧА 
В якості числового прикладу розглянемо конструкцію, 

яка складається з п’яти різних шарів. На поверхнях 
конструкції відбувається конвекційний теплообмін з 
навколишнім середовищем. Необхідно визначити розподіл 
нестаціонарного температурного поля п’ятишарової 
конструкції (для прямокутної, циліндричної та сферичної 
систем координат), якщо з однієї сторони температура 
змінюється за законом стандартного температурного 

режиму пожежі  n
8345lg 1 20
60
      

 
 [7]. 

Теплофізичні характеристики матеріалів та закони зміни 
температур наведено в табл. 1. 

TАБЛИЦЯ I.  ТЕПЛОФІЗИЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

Параметр Шар 1 Шар 2 Шар 3 Шар 4 Шар 5 

Товщина [м] 0,01 0,06 0,03 0,2 0,05 

Коеф. 
теплопров. 
[Вт/м·К] 

0,96 0,7 0,09 1,92 0,76 

Питома 
теплоємність 

[Дж/кг·К] 
880 840 840 840 840 

Густина 
[кг/м3] 2000 1600 300 2500 1800 
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Внутрішні 
джерела  

тепла [Вт/м3] 
- 200 - - - 

Закони зміни 
температур 

[0С] 
 0 20   ,  n

8345lg 1 10
60
      

 
 

Коефіцієнти 
тепловіддачі 
на поверхнях 

[Вт/м2·К] 
0 10  , n 25   

 

Використовуючи вище запропонований авторами 
метод, та програмне забезпечення Maple 13 [8] одержуємо 
розв’язок поставленої задачі про розподіл нестаціонарного 
температурного багатошарової плоскої, циліндричної та 
сферичної конструкцій у вигляді графіків (рис. 1-3) та 
табл. II-VII. 

Плоска конструкція 

 
Рис. 1. Об’ємний графік зміни температурного поля по товщині 

плоскої конструкції 

 
Рис. 2. Об’ємний графік зміни густини теплового потоку по товщині 

плоскої конструкції 

TАБЛИЦЯ II.  ТЕМПЕРАТУРА ПЛОСКОЇ КОНСТРУКЦІЇ 

τ, r 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 

0 20 18,4 12,7 12,2 11,8 11,4 11 10 

3 хв 20 18,4 12,7 12,2 11,8 11,4 11 125,4 

5 хв 20 18,4 12,7 12,2 11,8 11,5 11,1 172,9 

30хв 20 18,4 12,7 12,2 12,1 16,79 55,2 445,3 

1год 20 18,4 12,7 13,4 19,4 46,5 130,8 579,9 

2год 20 18,4 21,8 29,7 58,6 124,1 246,7 713,1 

6год 29 40,8 171 199,6 263,2 364 502,3 928,1 

TABLE II.  ГУСТИНА ТЕПЛОВОГО ПОТОКУ ПЛОСКОЇ КОНСТРУКЦІЇ 

τ, r 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 

0 -27,6 -19,6 -15,6 -15,6 -15,6 -15,6 -15,6 -15,6 

3 хв -27,6 -19,6 -15,6 -15,6 -15,6 -15,6 -15,6 9171,8 

5 хв -27,6 -19,6 -15,6 -15,6 -15,6 -12,7 -11,7 9835,7 

30хв -27,6 -19,6 -15,6 -15,6 27,63 480,5 3039,4 9661,6 
1год -27,6 -19,6 -15,6 76,1 476,3 1840,2 4964,6 8884,1 
2год -27,6 -19,6 24,2 633 1687,2 3485 6026,6 8147,4 

 

Циліндрична конструкція 

 
Рис. 3. Об’ємний графік зміни температурного поля по товщині 

циліндричної конструкції 

 
Рис. 4. Об’ємний графік зміни густини теплового потоку по товщині 

плоскої конструкції 

TАБЛИЦЯ III.  ТЕМПЕРАТУРА ЦИЛІНДРИЧНОЇ КОНСТРУКЦІЇ 

τ, r 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 

0 20 17,6 11,6 11,2 10,9 10,7 10,5 10 

3 хв 20 17,6 11,6 11,2 10,9 10,7 10,5 125,3 

5 хв 20 17,6 11,6 11,2 10,9 10,7 10,5 172,9 

30хв 20 17,6 11,6 11,2 11,3 16,9 58,5 445,3 

1год 20 17,6 11,9 12,8 20,4 51,8 142,4 579,9 
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2год 20 17,6 24,8 35,6 71 145,1 274,3 713,1 

6год 39,9 59,5 234,7 268,2 339,2 443,9 578,2 928,1 

TАБЛИЦЯ IV.  ГУСТИНА ТЕПЛОВОГО ПОТОКУ ЦИЛІНДРИЧНОЇ 
КОНСТРУКЦІЇ 

τ, r 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 

0 -47,2 -24,5 -15,2 -12,1 -10,1 -8,7 -7,6 -6,7 

3 хв -47,2 -24,5 -15,2 -12,1 -10,1 -8,7 -7,6 9154 

5 хв -47,2 -24,5 -15,2 -12,1 -10,1 -8,7 -7,6 9803 

30хв -47,2 -24,5 -15,2 -12,1 42,6 549,8 3209,1 9481 

1год -47,2 -24,5 -11,6 108,3 581,5 2060,2 5184,5 8578,2 

2год -47,2 -24,5 39,3 819,3 1992,8 3812,8 6162,3 7686,2 

 

Сферична конструкція 

 
Рис. 5. Об’ємний графік зміни температурного поля по товщині 

сферичної конструкції 

 
Рис. 6. Об’ємний графік зміни густини теплового потоку по товщині 

сферичної конструкції 

TАБЛИЦЯ V.  ТЕМПЕРАТУРА СФЕРИЧНОЇ КОНСТРУКЦІЇ 

τ, r 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 

0 20 16,8 10,9 10,6 10,4 10,3 10,2 10 

3 хв 20 16,8 10,9 10,6 10,4 10,3 10,2 126,8 

5 хв 20 16,8 10,9 10,6 10,5 10,3 10,2 175,6 

30хв 20 16,8 10,9 10,6 10,9 17,5 62,4 459,9 

1год 20 16,8 11,3 12,8 22,3 58,2 155,1 603,8 

2год 20 16,8 29,8 44 86,4 169,1 304 750,1 

6год 58,6 89,8 310,4 348,6 442,2 528,8 655,9 998,5 

TАБЛИЦЯ VI.  ГУСТИНА ТЕПЛОВОГО ПОТОКУ СФЕРИЧНОЇ 
КОНСТРУКЦІЇ 

τ, r 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 

0 -77,2 -28,3 -13,3 -8,53 -5,9 -4,4 -3,3 -2,6 

3 хв -77,2 -28,3 -13,3 -8,53 -3,7 -4,4 -3,3 9135,4 

5 хв -77,2 -28,3 -13,3 -8,53 24,3 -4,4 -3,3 9768,8 

30хв -77,2 -28,3 -13,3 -8,53 57,8 622,2 3379,2 9296,7 

1год -77,2 -28,3 -8,9 148,1 699,5 2288,6 5392,5 8287,3 

2год -77,2 -28,3 58,7 1034,8 2311,6 4119,6 6254,74 7224 

 

ВИСНОВКИ 
У роботі розглянути можливість зведення мішаних 

задач теплопровідності (для прямокутної, циліндричної та 
сферичної систем координат) до однопараметричної сім’ї 
крайових задач. Запропоновано конструктивну схему 
розв’язку даних задач, яка базується на основі методу 
редукції, концепції квазіпохідних, задачі на власні 
значення та модифікованого методу Фур’є. Розглянуто 
модельну задачу про розподіл нестаціонарного 
температурного поля по товщині п’ятишарової конструкції 
(прямокутної, циліндричної та сферичної форм) з 
урахуванням внутрішніх джерел тепла.  
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