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Анотація—у роботі розглянуто методи компенсації по-

воротів фаз для визначених початкових станів квантових 

схем. Особливістю розглянутих методів є те, що компенсації 

не впливають на фази результатів для інших початко-

вих станів.  У роботі розглянуті різні реалізації вентиля Тоф-

фолі, для отримання яких були проведені компенсації поворо-

тів фаз згідно запропонованих методів. Великий набір реалі-

зацій вентиля Тоффолі (та інших універсальних вентилів) на 

основі різних базових вентилів дозволяє оптимізувати части-

ни великих квантових схем. Такими схемами є квантові схемі 

реалізації операцій багаторозрядної арифметики. (Abstract) 

Abstract—The work considers the methods of compensating 

phase rotates for defined initial states of quantum circuits. A 

feature of the considered methods is that the compensations do not 

affect the phases of the results for other initial states. In this paper, 

various implementations of the Toffoli gate are considered, for 

which phase rotation compensations were carried out according to 

the proposed methods. A large set of Toffoli gate implementations 

(and other universal gates) based on various basic gates allows to 

optimize parts of large quantum circuits. Such circuits are circuits 

for implementing multi-digit arithmetic operations. (Abstract) 

Ключові слова—вентиль Тоффолі, універсальний вентиль, 

реверсивні обчислення, квантова модель обчислень, квантова 

схема, поворот фази, переніс класичних обчислень у квантову 

модель, багаторозрядна арифметика (key words) 
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I. ВСТУП 

На даний час розроблено багато алгоритмів [1-3], які є 
ефективними для послідовної та паралельної моделі обчис-

лень. Однією з актуальних задача є задача переносу класич-
них алгоритмів у квантову модель обчислення. З одного бо-
ку це дозволяє зекономити час, використовуючи вже існу-
ючи методи, з іншого боку, алгоритм має бути реалізовано 
у квантовій моделі обчислень [4-5] для того, щоб можна бу-
ло порівняти його з іншими алгоритмами. Універсальними 
інструментами для переносу класичних алгоритмів, вклю-
чаючи реалізації операцій багаторозрядної арифметики, у 
квантову модель обчислень є вентилі Тоффолі [6], Переса 
[7] і т.д. Для реалізації ефективних квантових схем необхід-
но мати широкий набір реалізацій універсальних вентилів 
з використанням різних базових вентилів. Це дозволяє для 
різних частин квантової схеми отримувати різну ефектив-
ність, використовуючи різні реалізації вентилів Тоффолі, 
Переса і т.д. Різні реалізації мають один недолік, який по-
лягає у тому, що результат може мати поворот фази, який є 
основною відмінністю реалізацій квантових алгоритмів від 
класичних алгоритмів. Поворот фази має вплив на резуль-
тат всієї схеми, що не є бажаним. Отримання результату 
для потрібних початкових станів у необхідній фазі додає 
складності. У роботі проаналізовані методи корегування 
повороту фаз у разі отримання реалізацій вентиля Тоффолі. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ ТА ПОЗНАЧЕННЯ  

Обчислення вентиля Тоффолі має результати, які пред-
ставлені у матричному вигляді на рис. 1. Будемо називати 
модифікаціями вентиля Тоффолі такі квантові схеми, ре-
зультати обчислення яких відрізняється від результатів об-
числення вентиля Тоффолі (рис. 1) поворотом фази для де-
яких початкових станів. 

Для таких модифікацій розробити методи компенсації 
поворотів фази, які не повинні впливати на фази результа-
тів інших початкових станів. 



154 

 

Однокубітні вентилі X (або NOT), T (поворот фази на 
𝜋/4), T‘ (поворот фази на −𝜋/4), S (поворот фази на 𝜋/2), 
S‘ (поворот фази на −𝜋/2), Z (поворот фази на 𝜋); двоку-
бітні вентилі:  CX (або CNOT) – controlled-X, RX – rotate X, 
CRX – controlled-RX, RY – rotate Y, CRY – controlled-RY, 

CSX – controlled-√𝑋 (controlled-V), CZ – controlled-Z; трьо-
кубітний вентиль CCX – controlled-controlled-X (вентиль 
Тоффолі); чотирикубітний вентиль CCCX – controlled-con-
trolled-controlled-X (вентиль Тоффолі для 4-х кубітів) [8]. 

III. РЕАЛІЗАЦІЯ ВЕНТИЛЯ ТОФФОЛІ 

На рис. 1 показано результат обчислення вентиля Тоф-
фолі за допомогою бібліотеки програм Qiskit, яка розроб-
лена для мови програмування Python. Матриця на рис. 1 є 
більш зручною для аналізу та демонстрації, бо результатом 
обчислення вентиля Тоффолі є зміна станів трьох кубітів 
|011⟩ та |111⟩ між собою, інші стани не змінюються. Це 
відповідає індексації кубітів схеми, коли контрольований 
кубіт є найстаршим у трьокубітній схемі на рис. 2, що є 
більш зручним для подальшого аналізу.  

[
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 1.Вентиль Тоффолі у матричному вигляді у форматі 

Qiskit 

Відомою є модифікація реалізації вентиля Тоффолі [9] 
для квантової моделі обчислень, яка використовує п’ять 
двокубітних вентилів і представлена на рис. 2. Основна 
ідея полягає у тому, що вентилі controlled-V та controlled-
V* виконують поворот фази у прямому (𝜋/2) та зворотно-
му (−𝜋/2) напрямку на осі Х для різних початкових станів 
схеми на рис. 2.  

 

Рис. 2. . Симуляція вентиля Тоффолі на основі двокубітних вентилів 

Індексація кубітів відбувається справа наліво, тобто 
стан найстаршого кубіту буде у крайній лівій позиції. Так 
для схеми на трьох бітах зі станом |011⟩ найстарший кубіт 
має стан |0⟩. Нумерація кубітів починається з нуля, тому 
індекс найстаршого кубіта буде дорівнювати двом. На рис. 
2 нумерація кубітів відбувається зверху вниз, тобто два 
верхніх кубіта будуть контролюючими, а ніжній контро-
льованим і його стан буде змінюватися на протилежний, 
тільки тоді, коли стани верхніх кубітів є |1⟩. У різних дже-
релах на схемах також використовується індексація кубітів 
знизу вгору та справа наліво для позначення станів.  

Для початкових станів |011⟩ та |111⟩ спрацьовують 
послідовно два вентилі controlled-V. Вентиль controlled-V* 
не спрацьовує тому, що вентиль controlled-NOT міняє стан 
|1⟩ на стан |0⟩ перед початком контролюючого кубіта (з 
індексом 1) вентиля controlled-V*. Обчислення схеми від-
бувається зліва направо. Виконання вентилів controlled-V 
два рази повертає фазу на 𝜋/2, що дає сумарний поворот на 
𝜋 до осі X та відповідає операції NOT (або X) і стан кубіта 
змінюється з |1⟩ на |0⟩, або з |0⟩ на |1⟩. На сфері Блоха 
операція NOT (або X) відповідає переміщенню або з 
найвищої точки (північний полюс – стан |0⟩) до найнижчої 
точки (південний полюс - |1⟩) по сфері, роблячи поворот на 
осі X, або з найнижчої точки до найвищої точки. Для всіх 
інших початкових станів |000⟩, |001⟩, |010⟩, |100⟩, |101⟩, 
|110⟩ будуть спрацьовувати вентилі у послідовності 
controlled-V та controlled-V* з поворотом фази спочатку на 
𝜋/2, а потім на −𝜋/2, або вентилі controlled-V* та 
controlled-V, з поворотом фази спочатку на −𝜋/2, а потім 
на 𝜋/2, що буде повертати схему у початковий стан і фазу. 

IV. МЕТОДИ КОМПЕНСАЦІЇ ПОВОРОТІВ ФАЗ 

A. А.  Аналіз квантових схем на наявність повороту фази 

Будемо використовувати IBM Composer [10], який має 
великий набір вентилів, для симуляції реалізації вентиля 
Тоффолі та перевірки коректності результату. Серед 

доступних вентилів є вентиль controlled-√𝑋. Вентиль √𝑋
𝑇
 

присутній, але, на жаль, не має версії, яка має контрольо-

ваний вхід. Замість вентилів √𝑋, √𝑋
𝑇
 використаємо вен-

тилі controlled-RX(𝜋/2) та controlled-RX(−𝜋/2). Реаліза-
ція вентиля Тоффолі на основі таких вентилів має наступну 
реалізацію на рис. 3, яка відрізняється від реалізації на рис. 
2 тим, що вентиль controlled-V для 0-го та 2-го кубітів 
переміщено на початок схеми у ліву позицію. Цей вентиль 
(для кубітів 0 та 2) відрізняється від інших вентилів на рис. 
2 тим, що його переміщення на будь-яку позицію схеми не 
впливає на результат схеми на рис. 3. 

 
 

 

Рис. 3.  Результати обчислення модифікації реалізації вентиля Тоффолі 

на основі вентилів CRX, CX для початкових станів |011⟩ та |111⟩ 

Реалізація вентиля Тоффолі на рис. 3 має недолік, який 
полягає у тому, що результати обчислення схеми для по-
чаткових станів |011⟩ та |111⟩ мають поворот фази на 
3𝜋/2. Поворот фази можна дослідити за допомогою симу-
лятора IBM Composer [10]. Результати обчислення всіх 
комбінацій за схемою на рис. 3 надано у матричному виг-
ляді у форматі Qiskit на рис. 4, де можна побачити, що по-
ворот фази на 3𝜋/2 відповідає значенням −𝑖 в матриці. 
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[
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −𝑖
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 −𝑖 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 4. . Результати обчислення модифікації схеми реалізації вентиля 

Тоффолі у матричному вигляді (з врахуванням повороту фази) 

У разі реалізації квантових схем найбільша складність 
виникає у отриманні результату у необхідній фазі. Далі 
покажемо метод, який компенсує поворот фази на 3𝜋/2.  

Розглянемо спочатку наступні дві леми, доведення яких 
є тривіальним, але ці леми є дуже важливими. 

B. B.  Методи компенсації повороту фази на 𝜋/2 та 

3𝜋/2 для початкового стану |11⟩ 

Лема 1. Для двокубітної схеми для початкового стану 
|11⟩ поворот фази на 𝜋/2 може бути отримано за допомо-
гою двох вентилів CX, двох вентилів T (поворот фази на 
𝜋/4) та одного вентиля T‘ (поворот фази на −𝜋/4).  

Схема показана на рис. 5, а результат обчислення схеми 
наведено на рис. 6. 

  

Рис. 5. Схема повороту фази на 𝜋/2 для початкового стану |11⟩ 

[

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 𝑖

] 

Рис. 6.  Поворот фази на 𝜋/2 для стану |11⟩ у матричному вигляді 

Лема 2. Для двокубітної схеми для початкового стану 
|11⟩ поворот фази на 3𝜋/2 може бути отримано за допо-
могою двох вентилів CX, одного вентиля T (поворот фази 
на 𝜋/4) та двох вентилів T‘ (поворот фази на −𝜋/4). 

Схема показана на рис. 7, а результат обчислення схеми 
наведено на рис. 8. 

 

Рис. 7. . Поворот фази на 3𝜋/2 для початкового стану |11⟩ 

[

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −𝑖

] 

Рис. 8. . Поворот фази на 3𝜋/2 для початкового стану |11⟩ 

C. C.  Метод компенсації повороту фази на 3𝜋/2 для по-

чаткових станів |011⟩ та |111⟩ 

Якщо поворот фази на 𝜋/2 розглядати як поворот фази 
на −3𝜋/2, то лему 1 можна використати для леми 3. 

Лема 3. Компенсація повороту фази на 3𝜋/2 модифіка-
ції реалізації вентиля Тоффолі на основі трьох вентилів 
CRX (controlled-RX), двох вентилів CX (controlled-X) для 
початкових станів |011⟩ та |111⟩ може бути виконана за до-
помогою двох вентилів T (поворот фази на 𝜋/4) та одного 
вентиля T‘ (поворот фази на −𝜋/4).  

Доведення. Вентилі CX, T, T`, які показані додатково на 
рис. 9 з правого боку схеми та виділено синім прямокут-
ником, дозволяють компенсувати фазу на 3𝜋/2 (лема 1). 

 

 

Рис. 9. Компенсація повороту фази на 3𝜋/2 результатів для початкових 

станів |011⟩ та |111⟩ за схемою обчислення 

Виявляється, що вентилі CX, які знаходяться на схемі 
лівіше від доданих вентилів та виділені зеленим кольором, 
можуть бути використані замість доданих. Остаточно отри-
муємо наступну схему, яка представлена на рис. 10. 

 

Рис. 10. Реалізації вентиля Тоффолі на основі вентилів CRX, CX, T, T‘ 

Лему доведено. 

D. D.  Метод компенсації повороту фази на 𝜋 для 

початкового стану |111⟩ 

Наступний метод компенсації повороту фази розгляне-
мо для модифікації реалізації вентиля Тоффолі на основі 
вентилів CRY та CX, яка наведена на рис. 11. Недоліком 
такої модифікації є те, що для початкового стану |111⟩ ви-
никає поворот фази на 𝜋, як показано на рис. 12.  

 

Рис. 11.  Обчислення результату модифікації реалізації вентиля Тоффолі 

на основі вентилів CRY, CX для початкового стану |111⟩ 

Лема 4. Компенсація повороту фази на 𝜋 модифікації 
схеми реалізації вентиля Тоффолі на основі трьох вентилів 
CRY (controlled-RY), двох вентилів CX (controlled-X) може 
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бути виконана за допомогою одного вентиля S (поворот 
фази на 𝜋/2), одного вентиля S‘ (поворот фази на −𝜋/2), 
двох вентилів T (поворот фази на 𝜋/4) та одного вентиля 
T‘ (поворот фази на −𝜋/4). 

Доведення. Результат обчислення модифікації (див. 
рис. 11) надано на рис. 12. 

[
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 12. Результат обчислення модифікації вентиля Тоффолі на основі 

вентилів CRY, CX у матричному вигляді у форматі Qiskit 

Компенсацію повороту фази для такої схеми реалізації 
для початкового стану |111⟩ можна розділити на два кроки.  

На першому кроці додаймо вентилі S та S`, як показано 
на рис. 13, що дозволяє отримати схему з результатами, як 
у схеми на рис. 3, в якій присутній поворот фази на 3𝜋/2 
для початкових станів |011⟩ та |111⟩. 

 

Рис. 13. . Перший крок компенсації повороту фази модифікації схеми 

реалізації вентиля Тоффолі на основі вентилів СRY, CX 

На другому кроці використаємо лему 1 та отримаємо 
модифікацію, зображену на рис. 14, та результати обчис-
лення якої відповідають реалізації вентиля Тоффолі.  

 

Рис. 14.  Схема реалізації вентиля Тоффолі на основі венитлів CRY, CX, S, 

S‘, T, T‘  

Лему доведено. 

E. E.  Метод компенсації повороту фази на 𝜋 для 

початкового стану |101⟩. 

Для отримання наступної модифікації використаємо 
схему на рис. 11 для заміни вентиля CRY для 0-го та 2-го 
кубітів вентилями RY (𝜋/4), CX, RY (−𝜋/4) та отримаємо 
наступну схему на рис. 15.   

 

Рис. 15.  Модифікація схеми реалізації вентиля Тоффолі на основі 

вентилів CRY, RY, CX  

Дана схема відрізняється від схеми реалізації вентиля 
Тоффолі тим, що у разі обчислення схеми з початковим 
станом |101⟩ виникає поворот фази на 𝜋. Таку схему ще 
називають вентилем Марголуса [11], який представлено у 
матричному вигляді на рис. 16. 
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1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 16. . Вентиль Марголуса у матричному вигляді у форматі Qiskit 

Лема 5. Компенсація повороту фази на 𝜋 модифікації 
схеми реалізації вентиля Тоффолі на основі двох вентилів 
CRY (controlled-RY), двох вентилів RY (rotate-Y), двох 
вентилів CX (controlled-X) може бути виконана за допомо-
гою двох вентилів CZ (controlled-Z), одного вентиля S, 
одного вентиля S‘, двох вентилів T  та одного вентиля T‘. 

Доведення. Компенсацію повороту фази для такої схе-
ми розділимо на три кроки.  

На першому кроці за допомогою двох вентилів CZ 
(controlled-Z) вентиль Марголуса може бути трансформо-
ваний у схему, яка показана на рис. 17, 18. 

 

Рис. 17.  Модифікація схеми реалізації вентиля Тоффолі на основі 

вентилів CRY, RY, CX, CZ та присутнім поворотом фази на 𝜋 

результату для початкового стану |011⟩  
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0 0 1 0 0 0 0 0
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Рис. 18. Модифікації реалізації вентиля Тоффолі на основі вентилів CRY, 

RY, CX, CZ у матричному вигляді у форматі Qiskit 

На другому кроці схему на рис. 17 за допомогою венти-
лів S та S‘ трансформує у схему, яка показана на рис. 19, та 
яка має результати, наведені на рис. 20. 

 

Рис. 19.  Модифікація схеми реалізації вентиля Тоффолі на основі 
вентилів CRY, RY, CX, CZ, S, S` та присутнім поворотом фази на 

𝜋/2 для початкових станів |011⟩ та |111⟩  
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1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 𝑖
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 𝑖 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 20.  Модифікації схеми реалізації вентиля Тоффолі на основі вентилів 

CRY, RY, CX, CZ, S, S` у матричному вигляді у форматі Qiskit 

Схема на рис. 20 має поворот фази на 𝜋/2 у разі обчис-
лення схеми для початкових станів |011⟩ та |111⟩. Такий 
поворот фази може бути компенсований за рахунок дода-
вання фази −𝜋/2 (або 3𝜋/2 для отримання фази 2𝜋). 

На третьому кроці використаємо лему 2 та остаточно 
отримаємо схему, зображену на рис. 21, та, результати об-
числення якої відповідають реалізації вентиля Тоффолі.  

 

Рис. 21.  Реалізація вентиля Тоффолі на основі вентилів CRY, RY, CX, CZ, 

S, S`, T, T` (варіант 1) 

Аналогічного результату можна досягти на основі леми 
1 та заміни вентилів S на S‘, S‘ на S, T на T‘, T‘ на T. 
Отримаємо схему на рис. 22. 

 

Рис. 22.  Реалізація вентиля Тоффолі на основі вентилів CRY, RY, CX, CZ, 

S, S`, T, T` (варіант 2) 

Лему доведено. 

Модифікація схеми реалізації вентиля Тоффолі на осно-
ві вентилів RY, CRY, CX, CZ, яка має поворот фази на 𝜋 
для початкового стану |011⟩ може бути трансформована у 
схему, яка має поворот фази на 𝜋 для початкового стану 
|111⟩ за допомогою двох додаткових вентилів Z (поворот 
фази на 𝜋). Модифікація схеми такої реалізації показана на 
рис. 23. 

 

Рис. 23.  Модифікація схеми реалізації вентиля Тоффолі на основі 

вентилів CRY, RY, CX, CZ, Z та присутнім поворотом фази на 𝜋 для 

початкового стану |111⟩. 

Модифікації схеми реалізації вентиля Тоффолі на осно-
ві вентилів CRY, RY, CX (рис. 15, 17, 19, 23) не є оптималь-
ними, але, як уже було зазначено раніше, вони можуть бути 
використані для реалізації вентилів Тоффолі на чотирьох 
кубітах (та більших порядків) заміною вентилів CX венти-

лями CCX (CCCX і т.д.) та додаванням вентилів для ком-
пенсації поворотів фази. Методи компенсація поворотів 
фаз для вентилів більших порядків у рамках даної роботи 
не розглядаються. 

V. ВИСНОВКИ 

У роботі розглянуто методи компенсації поворотів фаз 
для визначених початкових станів. Особливістю методів є 
те, що компенсації не впливають на фази результатів для 
інших початкових станів. У роботі показано, яким чином 
можуть бути використані запропоновані методи для ком-
пенсації поворотів фаз для отримання реалізацій вентилів 
Тоффолі на трьох кубітах. Методи компенсації поворотів 
фази надані у вигляді лем. Методи можуть бути використа-
ні не тільки для реалізації вентиля Тоффолі, а й для компен-
сації фаз для визначених початкових фаз більш складних 
квантових схем. Розглянуті методи можуть бути також ви-
користані для отримання великої кількості реалізацій уні-
версальних вентилів таких як Тоффолі, Переса і т.д., які ба-
зуються на різних базових вентилях, що дозволяє оптимі-
зувати частини великих квантових схем. Такими схемами 
можуть бути схеми реалізації операцій бгаторозрядної 
арифметики у квантовій моделі обчислень. 
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