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Анотація— Робота присвячена тривимірному матема-

тичному опису потокiв маси та кiлькості речовини, що за 

певний промiжок часу пройшла через смугу, у якому дiє 

система випадкових точкових джерел маси різної потужності 

у певній внутрішній смузі. 

Abstract— The work is dedicated to the three-dimensional 

mathematical description of mass fluxes and the amount of 

substance that has passed through a strip over a certain time 

interval, where a system of random point sources of various power 

acts within the given internal stripe.  

Ключові слова— математичне моделювання; дифузійний 

потік; система випадкових точкових джерел; функцiя Грiна; 

рівномірний розподiл. 

Keywords—mathematical modeling; diffusion flux; random 

point source system; Green’s function; uniform distribution. 

I.  ВСТУП  

Дифузiя домiшкових речовин є одним з фундаменталь-
них процесiв у багатьох галузях науки та технологiй, 
включаючи матерiалознавство, механiку, бiологiю, хiмiчну 
iнженерiю, екологiю та медицину. Наприклад, розумiння 
механiзмiв дифузiї важливе для розробки нових матерiалiв 
з покращеними властивостями, оптимiзацiї процесiв 
очищення стiчних вод, розробки ефективнiших лiкарських 
препаратiв i таргетованої доставки лiкiв, а також для 

прогнозування розповсюдження забруднювачiв у навко-
лишньому середовищi. Використання стохастичних моде-
лей дозволяє описувати невизначеностi та випадковi збу-
рення в процесах дифузiї [1,2], що є особливо актуальним 
для систем, де важливу роль вiдiграють малi концентрацiї 
чи варiацiї. Тоді вважають, що у внутрiшнiй областi тiла 
дiють випадковi джерела.  

У данiй роботi дослiджуються дифузiйнi потоки до-
мішкової речовини в смузі за дiї системи випадково розта-
шованих точкових джерел маси у тривимірному випадку. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI 

Нехай у смузі товщини 0x  дифундує домiшкова речо-

вина. При цьому в областi тiла дiє набiр точкових джерел 

маси )ˆ( ii rr


−  ( i − потужнiсть i -го джерела, )(x  − 

дельта-функцiя Дiрака, r


 − радіус-вектор біжучої точки, ir̂


 

− випадковий радіус-вектор i-го джерела), які локалізовані 
в певній внутрішній області, що розглядатимемо як 

систему джерел у випадкових точках irr
̂

= , ],[ˆ
21 xxxi   i 

0210 xxx  , ),(ˆ −iy , ),(ˆ −iz . 

На основi законiв Фiка рiвняння дифузiї домiшкової 
речовини за дiї системи точнових джерел в тривимiрному 
за просторовими змiнними випадку має вигляд [3]. 
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де ),( rtc


 − концентрацiя мiгруючої речовини, ρ − густина 

тiла, d − кiнетичний коефiцiєнт перенесення, N − кiль-кiсть 
випадкових точкових джерел; t − час, 

)ˆ()ˆ()ˆ()ˆ( iiii zzyyxxrr −−−=−


.  

 Нехай задано крайовi умови першого роду, а саме 

0),(
0

=
=t

rtc


,                              (2) 

constcrtc
x

=
= 00

),(


,   constcrtc
xx

=
= *

0

),(


,     (3) 


→→

Krtc
zy ,

),(


.                  (4) 

Розв’язок крайової задачi (1)-(4) подаємо у виглядi 

суми розв’язку однорiдної крайової задачi i згортки функцiї 

Грiна з системою випадкових точкових джерел [4]. Маємо  
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 − функцiя Грiна 

задачi (1)-(4): 
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Тут )( tt −  − одинична сходинкова функцiя Хевiсайда [5]. 

Зазначимо, що інтегрування в (5) проводиться по 

області ];[];[];0[)( 0 −−= xV . Для розв’язування 

крайових задач використовувався метод інтегральних 
перетворень Лапласа і Фур’є [6,7] 

На основi такої постановки задачi на випадкове поле 

концентрацiї шукаємо i дослiджуємо функцiї дифузiйного 

потоку i кiлькостi речовини, що пройшла через смугу. 

III. ДИФУЗІЙНІ ПОТОКИ ЗА ДІЇ СИСТЕМИ ВИПАДКОВИХ ДЖЕРЕЛ  

В загальному випадку дифузійний потік ),( rtJ


 визна-

чається за першим законом Фіка 

),(),( rtcdrtJ
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−= .                         (8) 

Формальний вираз для випадкового потоку маси ),( rtJ


 

знаходимо диференцiюючи формулу (5). Маємо 
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де ),( rtJh


 − дифузiйний потiк в смузi за вiдсутностi 

внутрiшнiх точкових джерел: 
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Зазначимо, що потiк ),( rtJh


 через нижню границю смуги 

0* xx =  має вигляд 

( )
















−−


+−= 


=


−

=
1

*0*0
0

2

0

)1(
2

),(

n

tdx

n

xx
h

n

ecccc
x

d
rtJ


.  (11) 

Пiдставляємо функцiю Грiна (7) у формулу (9) i 

усереднюємо за випадковими координатами мiсцезнахо-

дження джерел ir̂


 з рiвномiрною функцiєю розподiлу. 
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Зокрема, усереднений дифузійний потік через нижню гра-

ницю смуги 0xx =  набуде вигляду 
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 У стаціонарному режимі )( →t  вираз для усеред-

неного потоку зведеться до форми 
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або, через нижню границю смуги: 
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 Проведемо чисельні експерименти на основі отриманих 
формул. 

IV. ЧИСЛОВИЙ АНАЛІЗ УСЕРЕДНЕНИХ ДИФУЗІЙНИХ ПОТОКІВ  

 Числовi розрахунки тут i надалi проводились у безроз-
мiрних змiнних 

0xx= ,    2
0xdt = .                      (17) 

 У якості базових використано такі значення параметрів: 

1=d , 1= , 3=N , 5321 === , 10 = , =1 , 

3.001 == xx  7.0022 == xx , 10 =c , 0* =c . Графiки 

усереднених дифузiйних потокiв домiшкової речовини у 

смузі безрозмiрної товщини 0  для рiвномiрного розподi-

лу випадкового розташування системи точкових джерел 
наведено на рис. 1-3. Розрахунки проводилися за форму-

лами (10)-(15). Точність при сумуванні рядів склала 1210− . 

 Рис. 1 iлюструє порiвняльнi розподiли усереднених су-

марних потокiв частинок домiшки 
*=J  через поверх- 

 

 

Рис. 1. Порiвняльнi розподiли усереднених потокiв домiшки i потокiв за 
вiдсутностi внутрiшнiх точкових джерел через рiзнi перерiзи за дiї 

джерел на iнтервалi ]7.0,3.0[],[ 21 =  (Рис. a) i на iнтервалi 

]5.0,3.0[],[ 21 =  (Рис. b) 

ню *=  за дiї системи випадкових точкових джерел i 

дифузiйних потокiв 
*=hJ  за вiдсутностi внутрiшнiх 

точкових джерел, якi знайденi на основi розв’язкiв одно-

рiдної крайової задачi через рiзнi перерiзи * = 0.51, 0.59, 1 

(кривi 1-3 вiдповiдно). Кривi a (суцiльнi лiнiї) вiдповiдають 

графiками 
*=J , а кривi b (штрих-пунктирні лiнiї) − 

графiкам 
*=hJ . На рис. а обчислення проведенi для 

]7.0,3.0[],[ 21 = , на рис. b − для ]5.0,3.0[],[ 21 = . 

 На рис. 2 продемонстровано графiки функцiї 
*=J , 

коли система внутрiшнiх джерел маси складається з трьох 
рiвнопотужних точкових джерел. Тут різні криві 
відповідають різним довжинам інтервалу дії точкових 
джерел. При цьому сам інтервал розташовано по центру 

смуги ]95.0,05.0[],[ 21 = , ]75.0,25.0[],[ 21 = , 

]6.0,4.0[],[ 21 = , ]55.0,45.0[],[ 21 = , = ],[ 21  

]51.0,49.0[=  (кривi 1-5). Рисунок а побудований для 

потокiв через перерiз 51.0* = , а рисунок b - через нижню 

границю смуги 0.1* = . 

   

 

Рис. 2: Усередненi потоки домiшки за рiзних довжин iнтервалу дiї 
точкових джерел через перерiзи 51.0* =  (Рис. a) i 0.1* =  (Рис. b) 

 На рис. 3 показані графiки 
*=J  для рiзних мiсць 

розташування iнтервалу дiї точкових джерел ],[ 21   в 

областi тiла. При цьому довжина інтервалу фіксована і 
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дорівнює 0.1. ]15.0,05.0[],[ 21 = , ]35.0,25.0[],[ 21 = , 

]55.0,45.0[],[ 21 = , ]75.0,65.0[],[ 21 = , = ],[ 21  

]95.0,85.0[=  (кривi 1-5).  

 

     

Рис. 3: Усередненi потоки домiшки за рiзного положення системи 

джерел в тiлi через перерiзи 
*  = 0.51 (Рис. a) i 

*  = 1 (Рис. b) 

 Зазначимо, що наявнiсть в тiлi системи випадкових 
точкових джерел суттєво впливає на значення усередне-
ного дифузiйного потоку i практично не впливає на його 
поведiнку (Рис. 1). За вiдсутностi в смузі внутрiшнiх дже-

рел, чим ближче перерiз *=  до нижньої границi смуги, 

тим меншi значення потоку на всьому часовому промiжку. 
За наявностi системи джерел поведiнка усереденого потоку 
є iншою, зокрема значення потоку в стацiонарному станi є 
тим бiльшими, чим точка перерiзу ближче до границi 

0= . Коли в системi дiють внутрiшнi джерела, для малих 

часових iнтервалiв спостерiгається бiльш стрiмке 

зростання потоку 
*=J  нiж 

*=hJ  (Рис. 1). Стацi-

онарний режим для 
*=hJ  є тим самим (кривi 1b, 2b, 3b 

на Рис. 1), при цьому його значення є в рази меншими нiж 
значення усередненого потоку. Наприклад, 

1.2
]7.0,3.0[],[

59.0
]7.0,3.0[],[

59.0

21

*

21

*


=
=

=
=

st
h

st JJ  (криві 2, Рис.1а) 

і 3
]5.0,3.0[],[

59.0
]5.0,3.0[],[

59.0

21

*

21

*


=
=

=
=

st
h

st JJ (криві 2, Рис 1b). 

 Аналізуючи вплив ширини інтервалу дії джерел на 
усередений потік, констатуємо, що найбільші значення 
досягаються для малих довжин інтервалу (криві 5, Рис 2a, 
2b). 

 Значення усередненого дифузiйного потоку через 
нижню границю смуги є тим меншими, чим ближче 
iнтервал дiї системи точкових джерел розташований до 

границi тiла 0=  (Рис. 3b). При розташуваннi ],[ 21   бiля 

верхньої границi смуги для перерiзiв *=  в серединi тiла 

функцiя J  є монотонно зростаючою (крива 1, Рис. 3a). 

При зсувi iнтервалу вiд границi 0=  значення 

дифузiйного потоку зростають (крива 2, Рис. 3а).  

V. КІЛЬКІСТЬ РЕЧОВИНИ, ЩО ПРОЙШЛА ЧЕРЕЗ СМУГУ 

 Визначимо також кількість речовини, що пройшла 
через смугу за певний проміжок часу [8]: 

 dtrtJQ
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Зазначимо, що асимптотична частина кiлькостi 

речовини, що пройшла через смугу, прямо пропорцiйна 

часу протiкання процесу дифузiї домiшкових частинок *t . 

 Графiки кiлькостi домiшкової речовини, що пройшла 

через смугу безрозмiрної товщини 0  для рiвномiрного 

розподiлу випадкового розташування системи точкових 
джерел на певному внутрiшньому iнтервалi, наведено на 

рис. 4, 5. Рис. 4 демонструє графiки *Q  для рiзних мiсце-

знаходжень iнтервалу дiї точкових джерел ],[ 21   в об-

ластi тiла: ]2.0,1.0[],[ 21 = , ]4.0,3.0[],[ 21 = , = ],[ 21  

]6.0,5.0[= , ]8.0,7.0[],[ 21 = , ]1,9.0[],[ 21 =  (кривi 1-5).  
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Рис. 4. Кiлькiсть речовини, що пройшла через смугу, за рiзного 

положення iнтервалу ],[ 21   в областi тiла 

На рис. 5 показано графiки кiлькостi речовини, що прой-

шла через смугу за час * , у випадку, коли система склада-

ється з трьох точкових джерел однакової потужностi для 
рiзних Ω. Крива 1 вiдповiдає системi {1.5, 1.5, 1.5}, крива 2 
- {3, 3, 3}, крива 3 - {6, 6, 6}, крива 4 - {12, 12, 12}, крива 5 
- {60, 60, 60}. 

 

Рис. 5. Кiлькiсть речовини, що пройшла через смугу, за дiї системи трьох 
рівнопотужних джерел рiзної сумарної потужності 

 Зазначимо, що положення iнтервалу дiї системи випад-
кових точкових джерел маси суттєво впливає на кiлькiсть 

речовини *Q , яка пройшла через нижню повехню смуги за 

час * . Чим ближче цей промiжок розташований до ниж-

ньої поверхнi 1* = , тим бiльше i тим стрiмкiше величина 

*Q  зростає з часом (Рис. 4). За дiї системи трьох однакових 

джерел рiзної сумарної потужностi, величина *Q  тим 

бiльша, чим бiльшi значення Ω (рис. 5). При цьому, якщо Ω 

зростає у 4 рази (кривi 1 i 3 на рис. 5), *Q  зростає приблизно 

в 2.5 рази, а саме, 6207.2
5.4
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VI. ВИСНОВКИ 

 Таким чином промодельовано такі характеристики 
дифузiйного процесу як потоки маси та кiлькiсть речовини, 
що пройшла через смугу за певний промiжок часу, за дiї 
системи випадкових точкових джерел маси. У моделі 
джерела маси рiзної потужностi розташовані рiвномiрно у 
певній внутрiшній частині смуги. Постановка крайової 
задачi дифузiї зроблена на випадкову функцiю 

концентрацiї мiгруючої речовини. За першим законом Фiка 
одержана загальна формула для випадкового дифузiйного 
потоку через довiльний перерiз тiла. Для отримання 
розрахункової формули проведено процедуру усереднення 
функцiї потоку за мiсцезнаходженням точкових джерел, 
що складають систему. Одержано вираз для усереднених 
потокiв домiшки через нажню границю смуги. 
Iнтегруванням усередненого потоку за часом отримано 
розрахункову формулу для кiлькостi речовини, що 
пройшла через шар за заданий часовий iнтервал. На основi 
отриманих формул розроблено комплекс програм для 
симуляцiї усереднених потокiв через довiльний внутрiшнiй 
перерiз тiла та кiлькостi речовини, що пройшла через 
нижню поверхню. Встановлено основнi закономiрностi 
шуканих функцiй в залежностi вiд таких характеристик як 
положення i ширина iнтервалу дiї системи точкових 
джерел в областi тiла, кiлькiсть i потужнiсть окремих 
джерел в системi i наявнiсть джерела домiнуючої 
потужностi. Зокрема показано, що наявнiсть в тiлi системи 
точкових джерел маси збiльшує значення усередненого 
дифузiйного потоку мiгруючої речовини через довiльний 
перерiз шару. Також показано, що чим ближче iнтервал дiї 
системи джерел розташований до нижньої поверхнi смуги 
i/або до площини перерiзу, через яку вимiрюється потiк, 
тим бiльшими є значення дифузiйного потоку i тим 
стрiмкiше зростання функцiї вiд початку часового 
iнтервалу. Встановлено, що наявнiсть системи випадкових 
джерел суттєво збiльшує кiлькiсть речовини, яка пройшла 
через нижню границю смуги за певний час. Так само, як i 
для функцiї потоку, потужнiсть джерел i положення 
iнтервалу в тiлi є значущими факторами впливу на 
дослiджувану величину.  

 У перспективi важливо провести математичне 
моделювання та симуляцiю процесiв дифузiї за дiї 
випадково розташованих точкових джерел маси, коли 
розташування кожного такого джерела в областi тiла є 
незалежною випадковою величиною, за рiзних 
iмовiрнiсних розподiлiв. 
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